
Kürzeste Pfade in Graphen Benjamin Schmid

Kürzeste Pfade in Graphen
Algorithmus von Dijkstra

Benjamin Schmid

Ein Einsatzgebiet von Graphen ist die Darstellung von Karten. Oft möchte man auf diesen 

den kürzesten Pfad zwischen zwei Punkten bestimmen, um z.B. eine Wegbeschreibung 

anzeigen zu können. In diesem Skript schauen wir uns einen Algorithmus an, der auf einem 

gewichteten Graphen kürzeste Pfade effizient berechnen kann.
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Kürzeste Pfade in Graphen Eine Analogie

Kapitel 1: Eine Analogie
Wir möchten gerne auf einem gewichteten Graphen den kürzesten Pfad zwischen zwei 

Knoten bestimmen. Wir haben also einen Startknoten und einen Zielknoten. Es gibt meist 

viele verschieden mögliche Pfade, um von einem Knoten zu einem anderen Knoten zu 

gelangen. Von all diesen möglichen Pfaden möchten wir also denjenigen bestimmen, der am 

kürzesten ist. Es kann mehrere solche Pfade geben, dann möchten wir einfach einen davon 

finden.

Wir beginnen zunächst mit einer Analogie. Wir stellen uns vor, dass sich am Startknoten ein 

Ameisennest befindet. Die Ameisen möchten nun ihre Umgebung erkunden. Hierzu starten 

sie genau um Mitternacht und laufen entlang der Kanten im Graph umher. Alle Ameisen 

laufen genau gleich schnell. Jedesmal, wenn sie einen Knoten erreichen, schreiben die 

Ameisen zum Knoten die aktuelle Uhrzeit und von welchem Knoten sie kamen. Anschliessend 

teilen sie sich auf alle noch nicht begangenen ausgehenden Kanten auf1 und laufen weiter. 

Sollten sich mal zwei Gruppen von Ameisen auf einer Kante begegnen, wissen sie, dass es 

dort nichts mehr zu erkunden gibt (die andere Gruppe hat das ja bereits erledigt) und sie 

gehen nach Hause.

Auf https://smbe.ch/dijkstra ist eine Visualisierung verlinkt, welche genau diesen Prozess 

abbildet.

Übung 1

Starten Sie die Visualisierung, indem Sie entweder auf „Play“ oben rechts klicken, oder 

mittels „Step back“ und „Step“ in Ihrem eigenen Tempo die Visualisierung durchgehen. 

Sie haben oben links die Möglichkeit, zwischen einem kleinen und einem grossen Graphen 

auszuwählen. Zu Beginn reicht der kleine Graph aus.

Beschreiben Sie, welche Elemente der Visualisierung welchen Elementen der obigen 

Analogie entsprechen.

Übung 2

Warum scheint es so, als ob sich die Ameisen nicht auf allen Kanten gleich schnell 

bewegen?

1Dank den Spurpheromonen können die Ameisen riechen, ob eine Kante bereits von anderen Ameisen 
begangen wurde.
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Übung 3

Die Uhrzeit über einem Knoten hat eine wichtige Eigenschaft. Erkennen Sie, welche 

das ist?

Begründen Sie, warum diese Eigenschaft gilt.

Übung 4

Wir sind eigentlich nur am kürzesten Pfad zwischen zwei bestimmten Knoten interes­

siert, doch mit den Uhrzeiten können wir sogar noch mehr bestimmen. Beschreiben Sie, 

zwischen welchen Knoten wir alles die Länge des kürzesten Pfads kennen.

Kapitel 2: Schnellere Simulation
Wir haben nun also ein Verfahren, welches uns erlaubt, den kürzesten Pfad von einem 

Startknoten zu allen anderen Knoten zu bestimmen. Um dieses aber in einem Algorithmus 

umzusetzen, haben wir jedoch noch ein paar Probleme. Zum einen passieren viele Dinge 

gleichzeitig und zum anderen simulieren wir viele Details, die gar nicht relevant sind. Aber 

wir haben Glück und können die Simulation der Ameisen stark vereinfachen.

Übung 5

Überlegen Sie sich, wie Sie die Simulation vereinfachen könnten, um diese Probleme zu 

umgehen.

Übung 6

In der Visualisierung können Sie oben rechts von „Ants“ auf „Events“ umstellen. Dies 

stellt die Visualisierung um, sodass nicht mehr alle Details simuliert werden und statt­

dessen nur die wichtigen Ereignisse.

Vergleichen Sie die Visualisierung in den Modi „Ants“ und „Events“. Welche Unter­

schiede gibt es? Welche Gemeinsamkeiten?

Beschreiben Sie die neuen bzw. geänderten Elemente der Visualisierung.

Übung 7

Die Visualisierung springt im „Events“-Modus jeweils zum nächsten interessanten Zeit­

punkt, wenn Ameisen einen Knoten erreichen. Können Sie anhand der Zahlen über den 

Knoten voraussagen, welcher Knoten im nächsten Schritt erreicht wird? Können Sie 

voraussagen, wie sich die Zahlen verändert werden, wenn der Knoten erreicht wird?
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Kapitel 3: Der Algorithmus
Wir konnten die Simulation vereinfachen und auf einige wichtige Zeitpunkte reduzieren. Es 

fehlt nur noch ein kleines Element, damit der Computer dies effizient ausführen kann: wir 

müssen jeweils wissen, bei welchem Knoten als nächstes Ameisen ankommen werden, sodass 

wir diesen dann verarbeiten können und die Ameisen wieder weiterschicken können.

Übung 8

Stellen Sie die Visualisierung oben rechts auf „Queue“ um.

Vergleichen Sie die Visualisierung in den Modi „Events“ und „Queue“. Welche Unter­

schiede gibt es? Welche Gemeinsamkeiten?

Beschreiben Sie die neuen bzw. geänderten Elemente der Visualisierung.

Um die sortierte Liste von den kommenden Knoten zu verwalten, gibt es spezielle 

Datenstrukturen2, welche dies effizient machen können. Für den Moment können Sie einfach 

annehmen, dass diese existieren; die genaue Funktionsweise ist nicht wichtig. In eine solche 

Datenstruktur können Sie Elemente einfügen und das jeweils kleinste Element abrufen. Sie 

können auch bestehende Elemente aktualisieren, um so z.B. die Ankunftszeit bei einem 

Knoten anzupassen.

Dieser letzte Modus in der Visualisierung entspricht nun ziemlich genau dem Algorithmus, 

den ein Computer nutzt, um den kürzesten Pfad von einem Knoten zu allen anderen Knoten 

zu bestimmen. Und wenn wir den kürzesten Pfad zu allen anderen Knoten kennen, kennen 

wir natürlich auch den kürzesten Pfad zu unserem Zielknoten.

Den Algorithmus nennt man den „Algorithmus von Dijkstra“, nach dessen Erfinder Edsger 

W. Dijkstra.

Übung 9

Die Länge des kürzesten Pfades zu einem Knoten können wir direkt ablesen. Aber wie 

können Sie bestimmen, welche Kanten Sie nehmen müssen für den kürzesten Pfad 

zwischen zwei Knoten?

Übung 10

Beschreiben Sie den Algorithmus in eigenen Worten.

Übung 11

Stellen Sie den Algorithmus in einem Flussdiagramm dar.

2Diese nennt man eine Priority Queue.
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Kürzeste Pfade in Graphen Dijkstra von Hand

Kapitel 4: Dijkstra von Hand
Zum Schluss möchten wir den Algorithmus noch von Hand durchspielen. Wir schauen uns 

dies zunächst an einem sehr kleinen Graphen an.
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Wir können die folgenden Tabelle nutzen, um den aktuellen Zustand des Algorithmus 

abzubilden.

Knoten Distanz Vorgänger Fertig

A

B

C

D

Wir starten den Algorithmus von Knoten A und wir setzen die Distanz zum Startknoten 

auf 0.

Knoten Distanz Vorgänger Fertig

A 0

B

C

D

Dann finden wir den Knoten mit der kleinsten Distanz, was der Startknoten ist, und 

bearbeiten alle Nachbarn.

Knoten Distanz Vorgänger Fertig

A 0 ✔︎

B 9 A

C 2 A

D
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Der nächste Knoten, den wir bearbeiten, ist der Knoten C. Wenn wir die Nachbarn von 

C bearbeiten, finden wir einen kürzeren Pfad zu Knoten B und aktualisieren die Tabelle 

entsprechend.

Knoten Distanz Vorgänger Fertig

A 0 ✔︎

B 9 5 A C

C 2 A ✔︎

D 10 C

Nun bearbeiten wir den Knoten C und finden einen kürzeren Pfad zu Knoten D.

Knoten Distanz Vorgänger Fertig

A 0 ✔︎

B 9 5 A C ✔︎

C 2 A ✔︎

D 10 6 C B

Als letzten Knoten bearbeiten wir D. Hier gibt es nicht mehr viel zu tun, da wir alle Nachbarn 

bereits bearbeitet haben.

Knoten Distanz Vorgänger Fertig

A 0 ✔︎

B 9 5 A C ✔︎

C 2 A ✔︎

D 10 6 C B ✔︎
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Übung 12

Bestimmen Sie die kürzesten Pfade ausgehend von Knoten A im folgenden Graph. 

Führen Sie hierzu den Algorithmus von Hand aus.
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Kapitel 5: Zusammenfassung
Der Algorithmus von Dijkstra kann verwendet werden, um in einem gewichteten Graphen 

die kürzesten Pfade von einem bestimmten Knoten zu allen anderen Knoten zu bestimmen. 

Dabei geht der Algorithmus ähnlich vor wie sich aufteilende Ameisengruppen, die auf dem 

Graphen umherlaufen. Sobald eine Ameisengruppe einen Knoten das erste Mal erreicht, ist 

der von diesen Ameisen genommene Pfad der kürzeste vom Startknoten zu diesem Knoten.

Dieses Vorgehen kann ein Computer effizient simulieren, indem nur die wichtigen Zeitpunkte, 

wenn Ameisen ankommen, betrachtet werden. Dank einer guten Datenstruktur kann effizient 

bestimmt werden, welcher Knoten als nächstes bearbeitet werden muss. Wenn ein Knoten 

bearbeitet wird, werden für alle Nachbarn berechnet, wann die Ameisen dort ankommen 

werden.

Der Algorithmus kann nicht nur die Distanz zu einem Zielknoten bestimmen, sondern auch 

den konkreten Pfad.
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